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1 Diferencijalne jednacine prvog reda

1.1 Razdvojene promenljive

y = f() (1)
Yy = {(96) = dy = f(z)dv
y= [ f(x)de+C (2)

U opstem slucaju:

1.2 Homogena diferencijalna jednacina

/ Yy
=f(Z 4
Smenom' wer O].azna .ednaéina OSta'e‘
oy =z tu P ] postaje:

v - +u= f(u) (5)
- -du=(f(u) —u)dr
tj. diferencijalna jednacina oblika (1)
Primedba: diferencijalna jednacina oblika:

, ar +by +c
e (6)
Ax+ By +C
gde je a, b, ¢, A, B, C' = const, moze se svesti na jednac¢inu oblika (4). Moguéa su dva
slucaja:

1°) Ako je y=u-+a

v+ 3 jednacina (6) postaje:

# (0 smenom:

a b
A B

du av + bu + aff + ba + ¢
" \Av+Bu+ AB+ Ba+C

Sistem jednacina:

a+ba+c=0
A+ Ba+C =0

ima resenje po « i  pa jednacina (7) postaje:

du av + bu a—+ b%
bk Il v 8
dv f(Av—i—Bu) f(A—i—BZ) (®)
a to je jednacina oblika (4).
2°) Neka je | LA A=ka de je k konstanta. Smenom az + by =
ekaje | , p|=0,t. 5 o, edejek konstanta. enom ar + by = u,

gde je u nova nepoznata f-ja promenljive x. Jednacina (6) postaje:
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s (1)

odnosno jednacina oblika (1).

1.3 Linearna diferencijalna jednacina

v+ fz) -y =g(x) (10)
Ako je g(x) = 0 jednacina (10) se naziva homogena linearna diferencijalna jednacina.
1°) Homogena jednacina:

v+ fx)-y=0 (11)
za y # 0 postaje:
1
Ly =~ (2) - da (12)
tj. jednacina oblika (1) ¢ije je reSenje:
~ [ f@ys
y=C-e ™ (13)

Moze se uzeti C' = 0 = y = 0 kao resenje jednacine (11).
2°) Da bi resili (10) pretpostavimo C' = C(x):

- fz f(x)dx
y=Cla)-e * (14)
) ) — f f(x)dx — f‘ f(x)dx
y =C'z)-e ™ —C(z)- fx)-e (15)
ako se jn-e (14) i (15) zamene u (10) dobija se:
— f f(x)dz
ff(w)dx
C'(z) = g(x) - e
odnosno:
z - f f(z)dx
Clx)=C+ /g(x) e "0 (17)
pa je opste resenje jednacine (10):
— fz f(x)dx z - f fz)dz
y=c o (C+ [g@)en ) (18)

U eksplicitnom obliku opste resenje jednacine (10) dato je kao:

y=C"-Fi(z) + Fy(z)

tj. reSenje je izrazeno kao linearna funkcija integracione konstante.
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1.4 Bernulijeva jednacina

Y+ flz)-y=glx) y (19)

Gde jer € R, zar =0ili r = 1 jednacina (19) postaje linearna.

_ Lk
Uvoenjem smene z’_—zk: k1 gde je z nova nepoznata f-ja a k konstanta, jednacina

(19) postaje:

ko280 4 fx) - 28 = g(x) - 2
S (@) = pgla) (20)
k k

Konstantu £ treba izabrati tako da je:

kr —k+1=0=k=

1—r

Posle ove smene jednacina (20) glasi:

, 1 1
S f (@) 2 = (o) (21)

a to je linearna jednacina. OpSte resenje ove jednacine ima oblik:
z=C"-Fi(z)+ Fy(z)
Prema tome, opste resenje Bernulijeve jednacine moze se izraziti u eksplicitnom obliku:

y=(C-Fi(z) + Fy(x)™=

1.5 Rikartijeva jednacina

v+ f(@) -y + g(z) -y + h(z) =0 (22)
Zah(x) =01 f(x) = 0 jednacina postaje Bernulijeva jednacina (19), odnosno linearna
jednacina (10). U opstem slucaju jednacina (22) se ne moze resiti.
Ako je poznato jedno partikularno resenje moze se dobiti i opSte reSenje jednacine
(22).
Smenom y = ¥ +%, gde je y; (z)jedno partikularno resenje a z nova nepoznata funkcija
jednacina (22) postaje:

/

1 1 1 1
vi— 7 4 5@ (2 + 5 ) + 9@ (v + ) +hla) =0

# (g () + g(a))e — () =0 (23)
a to je linearna jednacina. Opste reSenje ove jednacine ima oblik:
z = CFi(x) + Fy(x)
Prema tome opste resenje Rikartijeve jednacine (22) ima oblik:

_ COF(z)+G(x)
Y= Chiz) + K(2)
gde je C' proizvoljna konstanta a F, G, Hi Kodreene funkcije.
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1.6 Klerova jednacina
y=uxy + f(y) (24)

Smenom ¢y’ = p jednacina postaje:

y =axp+ f(p) (25)

odakle se, nakon diferenciranja po z, dobija:

p=p+ap + f(p)y
(x4 f'(p)p' =0

1°) Ako je p’ = 0 = p = C pa na osnovu jednacine (25) opste regenje jednacine (24)
ima oblik:

y=Cz+ f(C)

z+ f'(p) =0
y=zp+ f(p)
larno resenje jednacine (24) koje nije izrazeno u opstem resenju.

2°) Ako je xz + f'(p) = 0 eliminacijom p iz jednacina dobija se singu-

1.7 Lagranzeva jednacina

y=xf(y)+9(y) (26)

Ova jednacina se resava slicno kao i Klerova. Posle smene 3’ = p jednacina dobija
oblik:

y==xzf(p)+g(p)

odakle se, nakon diferenciranja, dobija:

p=f(p)+zf(p)p +d )0

() - p)jg P (p)e = —4(p) (27)

Ako je f(p) = p jednacina (26) je Klerova, pretpostavimo onda da je f(p) # p tada
jednacina (27) postaje:

dv o) 90 (28)

dp ~ f(p)—p flp)—p

a to je linearna jednac¢ina. Jednac¢ina (28) ima resenje oblika

z = CFi(p) + F2(p)
pa je opste resenje Lagranzeve jednacine (26) u parametarskom obliku:

xv = CFi(p) + Fz(p)

y =xf(p)+g(p) (29)
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1.8 Jednacina prvog reda drugog stepena
(') + A(z,y)y + B(x,y) = 0 (30)
Ako se jednacina (30) moze napisati u obliku:
(' = Fi(z,9)) - (v = Falw,9)) =0

tada se reSavanje jednacine (30) svodi na resavanje dve jednacine prvog stepena:

y — Fi(z,y) =0
31
Y — Fy(z,y) =0 (31)
y L - .. Gi(z,y,C)=0 . 3 L .. .
Opsta resenja ovih jednacina su Go(,y,C) = 0 pa je opste resenje jednacine (30):

G1($7y70) ' Gg(l’,y, C) =0

gde je C'proizvoljna konstanta.

1.9 Totalni diferencijal
P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0 (32)

gde funkcije Pi @) imaju neprekidne parcijalne izvode po = i z. Ako postoji funkcija u(z, y)
takva da vazi:

du(z,y) = P(x,y)dr + Q(x,y)dy (33)

tada se jednacina (32) naziva jednacina sa totalnim diferencijalom, ili egzaktna diferenci-
jalna jednacina..
Opste resenje egzaktne diferencijalne jednacine (32) odreeno je relacijom:

u(z,y) =C

gde je C' proizvoljna konstanta.
Da bi se odredila funkcija u, za koju vazi (33), treba poci od jednakosti:

ou ou
du = "dz + 224
U o7 T+ oy Y
odakle se, uporeivanjem sa (33) dobija:
ou ou
= — = 4
5y = L@ y) 5 =Q(,y) (34)

odnosno:

Pu 0P Pu  0Q

oxdy Oy’ Oydr  Ox

Ovi mesoviti izvodi su po pretpostavci neprekidni pa su i jednaki, pa je, prema tome,
%—]; = g—f potreban uslov da jednacina (32) bude sa totalnim diferencijalom.

Ako je ovaj uslov ispunjen iz prve jednacine u (34) dobija se:
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u= [ Pwy)dz+ f(y) (35)
zo
gde je f(y)neprekidna funkcija. Diferenciranjem izraza (35) dobija se:
ou z JP ,
E aﬁyd$+f(y)
ou z Q) by ,
oy %dx + () = Q(z,y) — Q(wo,y) + ['(y) (36)

Druga jednacina u (34) i jednacina (36) daju:

Qr,y) = Qz,y) — Q(x0,y) + f'(y)
f'(y) = Q(w0,9)
f) = [y Qzo,y)dy + K

gde je K proizvoljna konstanta.
Konac¢no se dobija:

x y
u(z,y) 2/ P(fc,y)dH/ Q(wo, y)dy + K
xo Yo
pa je opste resenje jednacine (32) dato sa:

[ P+ [ Q. y)ay = ¢

Yo

gde je C' proizvoljna konstanta.

2 Diferencijalne jednacine drugog reda

2.1 Slucaj svoenja na jednacinu prvog reda

Opsta diferencijalna jednacina drugog reda ima oblik:

F(z,y.y,y") =0 (37)
U nekim slucajevima jednacina (37) moze se svesti na diferencijalnu jednacinu prvog
reda.

F(z,y,y") =0
o
Pomoc¢u smene Z,__yy,, ova jednacina se svodi na jednacinu prvog reda oblika:

F(z,u,u’) =0.
Fy,y',y") =0
Za reSavanje ovakve jednacine treba koristiti smenuy’ = u. Tada se dobija y” = Z—Z =

dudy __ , du . o PR .- )
Gy do = Uy Tada polazna jednacina postaje jednacina prvog reda:

d
F (y,u,u(éj) =0
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2.2 Homogena linearna diferencijalna jednacina drugog reda sa
konstantnim koeficijentima

ay" +by +cy=0 (38)

Resenje jednacine (38) treba traziti u obliku y = e**, gde je A konstanta. Odavde se
/o )\eAx

dobija yZ{’ _ \2pM PR jednacina (38) dobija oblik::
aX2er 4+ b 4 ce’ =0

aN> +bA+c=0 (39)

Dakle, e je resenje jednacine (38) ako A zadovoljava tzv. karakteristicnu jednacinu
(39).

Moguca su tri slucaja:

1°) A\, s € Ri A\ # \g tada su b=

Yy = e)\zr

pa je opste resenje jednacine dato sa:

Az
linearno nezavisna resenja jednacine (38)

y = CLeM” 4+ Chet?®

gde su ('] i Cy proizvoljne konstante.

. . M =a+if
0 1
2)/\1,/\2601)\1%)\2 tadaje )\QZCV_Z.ﬂ

prethodnog slucaja resenje jednacine (38) moze se izraziti u obliku:

(, 3 € Rif3 # 0). Na osnovu

y = Cle(a+i,3):1: + CQQ(afiB)x (40)

Posto je € = cosw + isinw resenje (40) moze se transformisati u sledeéi oblik:

y = e* [C} (cos fx + isin fz) + Cy (cos fx — isin fx)]
y = e [(Cy + Cy) cos Bz + i (Cy — Cy) sin fx]

y = e* (Acos fx + Bsin fz) (41)
gde su Ai B proizvoljne konstante.
_ AT
30) A, A2 € RiAd; = Ay = A u ovom slucaju partikularna resenja ??jl : Ze’\w
g =

jednacine (38) su linearno nezavisna pa opste resenje glasi:

Yy = e”(C’l + xCy)

2.3 Nehomogena linearna diferencijalna jednac¢ina drugog reda
sa konstantnim koeficijentima

ay” + by + cy = h(z) (42)

Resenje odgovarajuée homogene jednacine, oblika (38), moze se uvek odrediti pa se
uvek moze odrediti i reSenje jednacine (42). U opstem slucaju za resavanje ove jednacine

[C3) &v-ric-za |



Diferencijalne jednacine 8 Milan Milosevié

koristi se metod varijacije konstanata, ali za neke specijalne oblike funkcije h(z)taj metod
se moze izbeci:

1°) h(z) = apx®™ + ap_ox™ ' + ... + ag

Ako je ¢ # 0 partikularno resenje jednacine (42) treba traziti u obliku polinoma:

y = Apa" 4+ A, 12" L A (43)

Koeficijenti polinoma polinoma (43) dobijaju se metodom neodredjenih koeficijenata.
Ako je ¢ = 01 b # 0 partikularno resenje treba traziti u obliku:

y==x (Anw” + A, L+ A0>
Za b = c = 0 resenje jednacine (42) dobija se direktnom integracijom.
Metod neodredjenih koeficijenata
Nacéi sve izvode resenja (43):

y=Apx" + Ap_12" 4+ A + Az + Ay
Yy =nA "+ (n—1)A, 12" 2 + .+ 240 + Ay
y' =nn—1)A4,2" 2+ (n—1)(n—2)A, 12" + ... + 24,

Sve dobijene izvode vratiti u jednacinu (42) a zatim izjednaciti koeficijente uz odgo-
varajuce clanove.

2°) h(z) = Ae™®

U zavisnosti od reSenja karakteristi¢ne jednacine:

aN> + b\ +c=0 (44)

partikularno resenje treba traziti u obliku:
a)y=Ke™ za A # a
b) y = Kxe™ za A\ = a
c)y=Kz*e“ za )\ =)l =a
gde je K privremeno neodredjena konstanta.
3%) h(z) = Acospzr + Bsinpz
Ako ip nije koren karakteristi¢ne jednacine (44) partikularno resenje treba traziti u
obliku:

y = Ky cospr + Kysinpx
a ako jeste, onda reSenje traziti u obliku:
y = x(K; cospxr + Ky sin pr)
4°) h(z) = e P,(x), gde je P,(z) polinom n-tog stepena
Ako a nije resenje karakteristicne jednacine (44) tada je y = e**Q,(x), gde je Q,(x)
polinom n-tog stepena sa neodredjenim koeficijentima. Ako je a resenje jednacine (44)

onda je y = z"e*Q,(z), gde je r visestrukost resenja a (r = 1ili r = 2).

5°%) h(z) = e [P,(x) cos Bz + Q. () sin Bx]

[C3) &v-ric-za |
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Ako a £ i3 nije resenje karakteristi¢ne jednacine (44) uzeti:

y = e [Sn(x) cos fx + T (x) sin fx]

gde su Sy(z)i Ty (z)polinomi stepena N = max {n, m}.
U suprotnom slucaju, ako je a &= i3 resenje karakteristi¢cne jednacine onda je:

y = x"e* [Sy(z) cos Bx + Ty(z) sin Sz

gde je r viSestrukost reSenja o i (za jednacine drugog reda r = 1).

2.4 Ojlerova linearna jednac¢ina drugog reda

az®y" + bxy' + cy = h(x) (45)

Prvo treba resiti odgovarajué¢u homogenu jednacinu:

az*y” +bry +cy =0 (46)
Ako se pretpostavi da jednacina (45) ima resenje oblika y = 2% (\je parametar koji
y/ — )\J})‘_l

treba odrediti) tada je ) 1) 22 pa jednacina (46) postaje:

= A\ —

[aA(A—=1)+bA+ 2> =0

aN’+ (b—a)A\+c=0 (47)

Razlikuje se nekoliko slucajeva:
1°) M, A €R, M # Xy
Opste resenje jednacine (46) glasi:

y = Cha™ + Coa™?

gde su C i (5 proizvoljne konstante.
20) )\1,)\2 € C, )\172 = Of:l:Zﬁ
U ovom slucaju, iz
y = Ca0T0 4 Cyzo=8 = g (Clxiﬁ + ng*w)
7P = eP1lo82 = cos (Blogx) + isin (Blogx)

dobija se opste resenje jednacine (46) u obliku:

y = x%(A; cos (Blogz) + Ay sin (Blogz))

gde su A; i A, proizvoljne konstante.

30) )\1,)\2 € R, A==\

U ovom slucaju partikularna regenja jednacine (46) su y = 2* i y = 2*logz pa je
opSte reSenje glasi:

y = (C1 + Cylogx) 2*

gde su C i (5 proizvoljne konstante.

U sva tri slucaja preéutno je pretpostavljeno da je x > 0. Ako je x < 0 treba poéi od
reSenja oblika y = (—x)*.

Opste resenje nehomogene jednacine (45) dobija se iz opSteg resenja homogene jednacine
(46) standardnim metodom varijacije konstanata.
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